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NUmeros

Figura 1: Representagdo de um quipu: Dispositivo para guardar um ndmero
usado desde 3000 a.C. na América do Sul. Fonte: Wikipedia.
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NUmeros
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Figura 2: Representagdo do numero 6302715408 em um abaco. Fonte:
Wikipédia.
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NUmeros

Figura 3: Representagdo de numéros em base 60 na Babil6nia por volta de
900 a.C. Fonte: British Museum.
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NUmeros

@ Numeros Romanos: I, I, I, IV, V, ...
@ NUmeros fracionarios: base 12.

Tabela 1: Nimeros fracionarios romanos.
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NUmeros
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Figura 4: A evolugdo dos numeros ardbicos na Europa medieval. Fonte:
Montucla, J. E. (1757). Histoire de la Mathematique. France.
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NUmeros

Figura 5: Processador Intel 8086 de 1978. Fonte: Wikipedia.

Prof. Erivelton (PPGEL/UFSJ) Andlise Matematica



NUmeros

@ Atitude elementar de contar.

Tabela 2: Conjuntos de nimeros.

NUmeros naturais N | (0),1,2,...
Numeros inteiros Z|...,—2,—-1,0,1,2,3...
. L 112
NuUmeros racionais Q 533
NUmeros irracionais I|vV2m,...
Numeros complexos C|l248i,—i,—2+i1/2+V2i...
Numeros no computador | D | Conforme IEEE 754-2008.
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NUmeros

Figura 6: A linha que representa os nimeros reais.

@ Considere o seguinte sistema binario:

+(bobib2)2 x 2F). (1)
@ O numero E pode ser —1,00u 1.

Figura 7: Nameros representados por (1). Fonte: (Overton, 2001, p. 15).
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NUmeros

b=0,2999999999999999888978

Figura 8: Representagdo do numero 0,3 no computador com 64 bits. O
“numero” b representa um intervalo dos nimeros reais, que inclui o valor 0,3.
Os tragos vermelhos representam pontos isolados.
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Numeros
@ Seja D o conjunto de todos os “numeros” representados no
computador.
@ Tem-sequeD C Q C R.
@ D ndo é completo e ndo € um corpo, o que implica que nao ha
propriedades elementares da matematica, tais como associativa e
distributiva.

Exemplo 1
A operacao 0,3 — 0,2 realizada em D é imprecisa, e assim:

0,1#0,3-0,2. )

Exemplo 2
Nao ha propriedade distributiva:

0,1 x (0,3—-0,2)>0,1x03-0,1x0,2. (3)
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Convergéncia
@ Uma funcéo recursiva pode ser definida como

Xn+1 = f(Xn)»
que reescrita como o resultado de funcées compostas fica
Xpy1 = f1 (Xn) = fg(Xn_1) =...= fn+1 (Xo).

@ Uma série de dados é gerada pela simples iteragao de (4).

Exemplo 3

Conjectura de Collatz: Para qualquer xp € N, x,,,1 tende ao ciclo
4 —-2—1quandon> N e N.

Xn/2 se xp, for par
Xnt1 = , .
3xp+1 se xp for impar

Por exemplo: 5 16 —+8—+4—-2—>1—>54—>2—1...

Ninguém até hoje soube explicar a razao desta convergéncia!
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Convergéncia

Exemplo 4

Na otimizagéo, tem-se o Método do Gradiente:
Xni1 = Xp— vV F(Xp), n > 0.

em que v deve ser suficientemente pequeno.

Exemplo 5
Os modelos polinomiais NAR sao definidos da seguinte forma:

y(k) = Flly(k =1),... .y(k = ny)].

sendo que n, € o maior atraso de saida e F € uma fungdo polinomial
de grau / que relaciona os termos de saida y(k — 1),...,y(k — ny).
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Convergéncia
Teorema 1
A sequéncia de fungées {f,}, definida em E, converge uniformemente

em E se e somente se para qualquer e > 0 existe um inteiro N tal que
m>N,n> N, x € E implica

d(a(x),fn(X)) < e. (6)

v

Exemplo 6

Método de Newton para encontrar a raiz quadrada de um numero
positivo a. Inicia-se com algum valor, x; > 0 e em seguida realiza-se a
seguinte fungao recursivamente:

1 a
Xni1 = > <Xn+ X_) 3 (7)

n

tal que x, — v/a a medida que n — cc.

v
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Convergéncia

@ Realizagdo numerica para a =2 e xp = 3 do Exemplo 6.

Xo

X4

X1

X2

X2
X3
X4
X5
X6
X7
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1 ot 2
0t

2
1 2
> (3 + 3> ~ 1,8333333333333332593185

% (1 ,8333333333333332593185 + §>

1,4621212121212121548552
1,4149984298948030669862
1.41421378004719766608
1.4142135623731117988200
1.4142135623730949234300

Xg ~ 1.4142135623730949234300 Convergiu!
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Convergéncia

@ O mapa logistico investigado por May' é definido como

Xni1 = MXn(1 — Xp). (8)

@ Algums exemplos
» Sensibilidade a propriedade matematica.
» Periodo 2, mas converge para ponto fixo.
» Regiado de caos, mas converge para ponto fixo de periodo 2.
@ Matlab é um dos software mais utilizados no mundo. Ha pelo
menos 1 milhdo de licencas vendidas. Escrito em C, C++ e Java.?

"May, R. M. (1976). Simple mathematical models with very complicated dynamics.
Nature, 261,459-467.
2Fonte: http://www.mathworks.com/company/aboutus/
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Convergéncia
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Figura 9: Diagrama de Bifurcagao de (8). O eixo horizontal € o parametro r e
o eixo vertical é o x. O valor inicial € x; = 0,25. Fonte: Dominio Publico.
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Artigo no Journal of Engineering
@ Sejax(ty))=4+2, x(b)=7+2,x(3)=3+1ex(ty) =7+1
N&o podemos afirmar que x(t) # x(t2). Mas, x(t3) # x(1s).

o
v

Figura 10: llustragédo da idéia elementar: computador como instrumento!
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Artigo no Journal of Engineering

Seja / C R um intervalo, seja x € /e f: | — R uma fungéo. Seja J C D
um intervalo, X € J a representacédo de x e f uma aproximagao de f.
Seja § > 0, tem-se

d(f(x),F(%)) <. 9)
Funcbes compostas sdo definidas como:
d(fa(x),Fa(X)) < Op. (10)
De (10), pode-se afirmar que fm( ) # fa(x) apenas se

A

d(fm(X),fa(X)) > 6n + Om. (11)
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Artigo no Journal of Engineering

Definigéao 1
Ponto fixo em D: Se d(f,(X*),f,_1(X*)) < dn + dn_1 entdo X* é um
ponto fixo.

Para qualquer f, ha um erro associado §,. Seja ¢ tal que

€ > Kk =sup(dn) + sup(dm). (12)

Teorema 2

Se a sequéncia de funcées {f,} definidas em E, converge em E entao
para cada é > xk ha um inteiro N talquem> N, n> N,xeclek e J
que implica

A

K < d(Fa(%),Fn(X) < &. (13)

v
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Artigo no Journal of Engineering
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Figura 11: Simulagédo de x, em (8) com r = 327/100 e x, = 100/327
(representado por um o em volta do ponto.).
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Artigo no Journal of Engineering

@ Valor correto:

327}06(1 100> 327 -100 227 (14)

~ 100327 327 327 327
L. 327227 (. 227\ 227160 _ 227 (15)
3~ 100327 327) ~ 100327 327

e entdo xo = X3, ...,X, = 227/327. Isso ilustra uma situagcdo em que a
computacgéo do ponto fixo foi errada.
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Artigo no Journal of Engineering

A partir de (13) para todo m e n deve-se atender a d(fy(%),fn(X)) > &,
0 que tem uma implicacao pratica em limitar o nimero de iteracdes.
Isso esta expresso no Colorario 1.

Colorario 1

O numero maximo de iteragbes k = max(m,n) esta sujeito a
d(fa(X),fm(X)) < (6n + 0m) para todo n e m.

Tabela 3: Simulacdo de (8) para as 3 primeiras iteragoes.

n )A(n d()l\(n,)?n,1) 6{7
0 0.305810397553517 0 2.77555756156289e-17
1 0.694189602446483 0.388379204892966  3.25197734863617e-16

0.694189602446483 2.22044604925031e-16  1.52284898079424e-15
0.694189602446483  3.33066907387547e-16  5.43916855498739%¢-15
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Artigo no Systems Science & Control Engineering

Resultado principal

Nepomuceno e Martins (2016)2 apresentam o conceito lower bound
error ou limite inferior do erro, no qual por meio da andlise intervalar e
conhecimento da norma IEEE 754 elaboram uma metodologia para
calcular um valor minimo do erro para simulagdo de fungdes
recursivas.

2Nepomuceno, E. G., & Martins, S. A. M. (2016). A lower bound error for
free-run simulation of the polynomial NARMAX. Systems Science & Control
Engineering, 4(1), 50-58.

Exemplo 7

G(X,) = 2.6868X,—0.2462X3 (16)
H(X,) = 2.6868X,— (0.2462X,)X2, (17)
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Artigo no Systems Science & Control Engineering
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(a) Simulagédo da Eq. (16) e (17), com (b) Evolugao do erro relativo (em loga-
resultados para G(X») (—x—) e H(X») ritmo) e.,» da Eq. (16). Quando n >
(—o0-) and e mesma condigao inicial 44 0 €q,n > € =10g,,(0,001) = —8.

Xo = 0,1. n é o nUmero de iteragdes.

Figura 12: Mapa senoidal: (a) Simulagéo livre (b) Evolugado do erro.
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Artigo no Congresso NSC 2016 (INPE)

Resultado Principal

Simulagao do circuito de Chua apresenta dois resultados diferentes.
Ainda nao sabemos qual resultado é o correto. Trabalho da aluna de
mestrado Melanie Rodrigues 2.

@Rodrigues, M. S. et al. (2016). Simulation of Chua’a Circuit by means of
Interval Analysis. In Anals of 6th International Conference on Nonlinear
Science and Complexity (pp. 1—4). Sao José dos Campos - Brazil.

Figura 13: Circuito de Chua
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Artigo no Congresso NSC 2016 (INPE)
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Figura 14: Tensao no diodo de Chua. (a) Tensao usando simulagédo padrao

RK-4. (b) Tensé&o trabalhando andlise intervalar e modo de arredondamento
para IEEE 754 m.

Prof. Erivelton (PPGEL/UFSJ) Andlise Matematica Agosto de 2016 27/28



Obrigado pela atengao!

www.ufsj.edu.br/nepomuceno
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